
 

 

 

 

 

Задание 1. Изменить порядок 

интегрирования, сделать чертеж области. 

1. 







00

1

0

2

1

2 yy

fdxdyfdxdy .    2. 



02

1

01

0 yy

fdxdyfdxdy . 

3. 




22

0

2

10

1

0

yy

fdxdyfdxdy .    4. 



yy

fdxdyfdxdy
2

0

2

10

1

0
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5. 







00

1

0

2

1

2 2 xx

fdydxfdydx .   6.  
yy

fdxdyfdxdy
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0

1

2
1
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0

2
1

0
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7. 









yy

fdxdyfdxdy
0

0

1

2

0

1

2

.   8. 





ye

y

fdxdyfdxdy
ln

11
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0
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9. 
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0

1

2

xx

fdydxfdydx .   10. 







0
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0

3

0

4

3

2 22 xx

fdydxfdydx . 

11.  


1

ln1

1

1

1

0 2 x

e

x

fdydxfdydx .   12. 



yy

fdxdyfdxdy
2

0

2

10

1

0

3

. 

13. 




22

0

2

10

1

0

xx

fdydxfdydx .   14.
 









00

1

0

2

1

2 3 xx

fdydxfdydx . 

15.  
1

ln10

1

0 y

ey

fdxdyfdxdy  .   16. 





0

2

2

1

01

0 yy

fdxdyfdxdy . 

17. 



0

2

2

1

01

0 2yy

fdxdyfdxdy .   18. 



yy

fdxdyfdxdy
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. 

19. 



0

4

2

3

0

24

3

0 22 xx
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Контрольная работа "Кратные интегралы" 



 

 

Пример. Представить двойной интеграл 

 dxdyyxf
D

 ,  в виде повторных интегралов, если 

область D  ограничена линиями ,2,2  yxxy  

0x . 

Решение. Сделаем чертеж области. Тогда 

 dxdyyxf
D

 , =   
1

0

2

2

,

x

x

dxyxfdx     .,,

1

0 0

2

1

2

0

   




y y

dxyxfdydxyxfdy  

Задание 2. Представить двойной интеграл  dxdyyxf
D

 ,  в виде 

повторных интегралов, если область D  ограничена указанными линиями. 

1. 0,3,4: 2  xxyxyD .            2. 0625,2: 2  yxyxD . 

3. 0,,8: 2  yxyyxD .                4. xyyyxD ln,1,0,0:  . 

5. 0,2: 2  yxyxD .                       6. .,2: 22 xyxyD   

7. .,2: 2 xyxyD                               8. .,3,1,0: xyyyxD   

9. .1,2,2: 22  xyxxyD                   10. .9,,0: 2xyxyxD   

11. .,2: 2 xyxyD                            12. .0,,2: 22  yyxyxD  

13. .lg,0122,0: xyyxyD       14. .,3,1,0: xyyyxD   

15. .2,,0: 2xyxyyD             16. .,3: 2 xyxyD   

17. .0,1,0,4: 2  yxxxyD      18. .,0,2,10: 2xyyxD   

19. .0,,1: 22  yxyyxD           20. .,4,1,0: xyyyxD   

21. .,3: 2 xyxyD                          22. .0,2,0,4: 2  xxyxyD  

Пример. Вычислить двойной интеграл  
D

dxdyyx )(  по области D, 

ограниченной линиями y=x и y=x
2
, сделать чертеж области. 

х 

у 

х + у = 2 

у = х2 

1 

1 

2 

2



 

 

Решение. Область интегрирования D изображена 

на рисунке. Возьмем внешний интеграл по переменной 

x, а внутренний - по y. Получим: 
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Задание 3. Вычислить двойной интеграл, сделать чертеж области. 

1.   
D

xyxyxDdxdyyxyx ,,1:;1612 23322 . 

2.   
D

xyxyxDdxdyyxyx ,,1:;489 23322 . 

3.   
D

xyxyxDdxdyyxyx 333322 ,,1:;9636 . 

4.   
D

xyxyxDdxdyyxyx 333322 ,,1:;3218 . 

5.   
D

xyxyxDdxdyyxyx 323322 ,,1:;4827 . 

6.   
D

xyxyxDdxdyyxyx 323322 ,,1:;3218 . 

7.   
D

xyxyxDdxdyyxyx ,,1:;3218 33322 . 

8.   
D

xyxyxDdxdyyxyx ,,1:;4827 33322 . 

9.   
D

xyxyxDdxdyyxxy ,,1:;34 222 . 

10.   
D

xyxyxDdxdyyxxy ,,1:;912 222 . 

11.   
D

xyxyxDdxdyyxxy 3322 ,,1:;98 . 

y=x
2 

y=x
 

y
 

x
 

1
 

3



 

 

12.   
D

xyxyxDdxdyyxxy 3322 ,,1:;1824 . 

13.  









D

xyxyxDdxdyyxxy ,,1:;
11

9

5

4 322 . 

14.   
D

xyxyxDdxdyyxxy 3222 ,,1:;188 . 

15.  









D

xyxyxDdxdyyxxy ,,1:;9
5

4 322 . 

16.   
D

xyxyxDdxdyyxyx 334422 ,,1:;259 . 

17.   
D

xyxyxDdxdyyxxy ,,1:;4824 233 . 

18.   
D

xyxyxDdxdyyxxy ,,1:;246 233 . 

19.   
D

xyxyxDdxdyyxxy 3333 ,,1:;164 . 

20.   
D

xyxyxDdxdyyxxy 3333 ,,1:;164 . 

21.   
D

xyxyxDdxdyyxxy 3233 ,,1:;1644 . 

22.   
D

xyxyxDdxdyyxxy 3333 ,,1:;1764 . 

Задание 4. Вычислить двойной интеграл, сделать чертеж области. 

1.  
D

xy yyxxDdxdyye 3ln,2ln,2,4:;2/ . 

2.  
D

x
yyxDdxdy

xy
y

2
,,0:;

2
sin2  . 

3.  

D

xy yyxxDdxdyey 2,,0:;4/2 . 

4.  
D

yyxxDxydxdyy
2

,,2,1:;cos


 . 

5.  
D

xyyxxDdxdy
xy

y ,
2

,0,4:;
2

cos2 
. 

4



 

 

6.  
D

yyxxDxydxdyy
2

,,2,1:;sin


 . 

7.  
D

xy yyxxDdxdyye 3ln,4ln,5,0,1:;4 2 . 

8.  
D

xyyxDxydxdyy ,
2

,0:;sin4 2 
. 

9.  


D

xy
x

yyxDdxdyey
2

,2,0:;82
. 

10.  
D

yyxxDxydxdyy
2

,,
2

1
,1:;2cos


 . 

11.  
D

yyxxDxydxdyy
4

,
2

,2,3:;2sin12


. 

12.  
D

xyyxDxydxdyy ,,0:;cos2  . 

13.  


D

xy

xyyxDdxdyey 2,4,0:;82
. 

14.  
D

xyyxDxydxdyy 2,2,0:;2sin2  . 

15.  

D

xy yyxxDdxdyey 2,,0:;2/2 . 

16.  
D

yyxxDxydxdyy
4

,
2

,2,1:;2cos2


. 

17.  
D

yyxxDxydxdyy  2,,1,
2

1
:;sin . 

18.  
D

x
yyxDxydxdyy

2
,

2
,0:;2cos2 

. 

19.  
D

xy yyxxDdxdyye 3ln,4ln,
2

1
,

4

1
:;8 4 . 

20.  
D

yyxxDxydxdyy  3,,
2

1
,1:;cos . 

21.  
D

yyxxDxydxdyy
2

3
,

2
,

4

1
,

2

1
:;2sin


. 
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22.  
D

xyyxDxydxdyy 2,,0:;cos2  . 

Пример. Вычислить интеграл  
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dx , используя 

полярные координаты. 

Решение. Область интегрирования задается неравенствами ,0 xR  

220 xRy  . Это четверть круга, 

расположенная во втором квадранте. Перейдем к 

полярным координатам cos rx , sin ry . 

Тогда ryx  22
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Задание 5. Вычислить интеграл, используя полярные координаты. 

1. .
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y
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0

0
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R

xR

dyyxdx                         6.   .
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0

22

 






R

R

xR

dyyxtgdx  

7.   .cos
0

22

22

22

 






R xR

xR

dyyxdx                          8. .sin

22

22
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R

R

xR

xR
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0 -R 

R x
2
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2 

φ 
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9. .1

3

3

3

0

22

2

 






x

dyyxdx                      10.   .1

2

2

2

2

22

2

2

 








x

x

dyyxdx  

11. .
1

1
2

0

4

4

22

2

2

 





x

x

dy
yx

dx                     12. .
1

1
1

0

1

0
22

2

 




x

dy
yx

dx  

13. .
sin

0

22

22

22

 
  


R

R xR

dy
yx

yx
dx                14. .

cos0
22222

22

22

 


 

R xR

xR yxyx

dy
dx  

15. .
sin

0 0

22222
22

 
  R xR yxyx

dy
dx   16. .

2

0

4

0
22

2

 




x

dy
yx

xy
dx  

17. .

3

3

0

9

22
2

 
  x

dy
yx

xy
dx                      18. .1

1

1

1

0

22

2

 






x

dyyxdx  

19. 
  .

2

2

2

2

2

2

22

 








x

x

yx dyedx                           20. .

2

2

0

2

22
2

 
  x

dy
yx

xy
dx  

21. .
cos

0

0
22

22
22

 








R

xR

dy
yx

yx
dx                22. .

sin

0 0
22

22
22

 





R xR

dy
yx

yx
dx  

Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями ,2xy   

,3 xy   1x . 

Решение. Фигура ограничена сверху графиком функции ,2xy   снизу  

графиком функции 3 xy  . Следовательно, 
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Задание 6. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

1. .0,2,6 2  xyxxy                          2. yxyx 2,8 2   

3. .0,3,42  yyxxy                         4. 16,
2

1
,

2
 x

x
y

x
y . 

5. .0,0,31,2 22  yxyxyx            6. yxyx 4,5 2  . 

7. .0,1,cos  yxyxy                   8. 8,3,8,
3

 yyey
x

y x . 

9. .0,0,cos,sin  xxxyxy               10. 9,
2

3
,

2

3
 x

x
yxy . 

11. xyxy 4,32 2  .                        12. 0,0,cos,sin  xxxyxy . 

13. .0,2,2,2 2  xxxxyy x            14. 4,
3

,3  x
x

yxy . 

15. .5,2,5,
2

 yyey
x

y x                  16. 
2

5
,

4

25 2  xyxy . 

17. .0,2,,1 2  xyxyxy                    18. 16,
1

,  x
x

yxy . 

19. 7,2,7,
2

 yyey
x

y x .                 20. yxyx 6,27 2  . 

21. .0,22,,1 2  yyxxy                    22. .0,2,,
2

1 2 







 xxxyy

x

 

Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 

 22222 2)( yxyx  . 

Решение. Уравнение линии в полярных координатах cos rx , 

sin ry  имеет вид  22 sin2cos r  или 2sin1r . Область,  

ограниченная этой линией, изображена на 

рисунке. Тогда  
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Задание 7. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

  .2.1 3222 axyx                          ).(4)(.2 222222 yxayx   

.8)(.3 2222 xyayx                         .32)(.4 222222 yxayx   

 .35)(.5 222222 yxayx             .2)(.6 2222 xyayx   

.4)(.7 22322 yxyx                        .)(.8 222322 yxayx   

.2cos.9                                   .3sin.10    

11. .222 xxy                                12. .222 yxy   

13. .3,
3

,04,02 2222 xy
x

yxyyxyy   

14. 0,3,010,02 2222  yxyyxxyxx . 

15. 0,
3

,08,04 2222  y
x

yyxxyxx . 

16. 0,,04,02 2222  yxyyxxyxx . 

17. 0,3,04,02 2222  xxyxyyxyy . 

18. 0,,08,04 2222  yxyyxxyxx . 

19. 0,,06,04 2222  yxyxyyxyy . 

20. 0,3,010,02 2222  yxyyxxyxx . 

21. xy
x

yyxxyxx 3,
3

,06,04 2222  . 

22. xy
x

yxyyxyy 3,
3

,010,04 2222  . 

 

Пример. Найти объем тела, ограниченного поверхностями ,422  yx  

.0,0,0,  zyxyz  



 

 

Решение. Тело, объем 

которого требуется найти, 

изображено на рис. 1. Сверху 

тело ограничено плоскостью 

yz  , снизу областью D  

(см. рис.2). Тогда  
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Задание 8. Найти объем тела, ограниченного заданными поверхностями. 

1. .2,0,22,216  xzzxyxy  

2. .15,0,0,,222 xzzyxyyx   

3. .12,0,,2 yzzxyyx   

4. .30,0,0,,222 yzzxyxyx   

5. 0,
5

12
,,2  z

x
zyxyx . 

6. 
2

1
,0,22,217  yzzyxyx . 

7. 
3

5
5,0,

3

5
,5

x
zz

x
yxy  . 

8. 
2

1
,0,22,217  zxzxyxy . 

9. 
11

15
,0,0,2,822 x

zzyxyyx  . 

10. 
5

3
,0,2,4

x
zzyxyx  . 

11. .0,0,0,1,22  zyxyxyxz  

12. .0,0,0,12),(2 22  zyxyxyxz  

z 

y 

x 
x

2
+y

2
=4 

z=y 

Рис. 1 

х 

у 

2 0 

2 Рис. 2 

D 
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13. .0,07,022,2  zyxyxxz  

.0,6,1,0,.14  xyxzzxy  

.0,0,0,2,01232.15 2  zyxyzyx  

.1,4312,44.16 22  zyxzyx  

.0,2,4.17 22  zxyyz  

.1,0,0,.18 22  xxzyxz  

.0,0,2,,.19  zyyxxyxyz  

.1,,.20 222  zxyyxz  

).0,0(0,,4.21 322  yxzyzyx  

22. .0,0,0,1),(4 22  zyxyxyxz  

 

Задание 9. Найти объем тела, ограниченного заданными поверхностями. 

1. 0,
4

25
,02 222  zyzxyx . 

2. 0,,4, 222222  zyxzyyxyyx . 

3. 0,0,64,28 2222  zzyxzxyx . 

4. 0,8,04 222  zyzxyx . 

5. 0,0,0,,9,6 222222  yyzyxzxyxxyx . 

6. 0,0,36,26 2222  zzyxzyyx . 

7. 0,
4

9
,2 222  zxzyyx . 

8. 0,,5,2 222222  zyxzyyxyyx . 

9. 0,0,4,022 2222  zzyxzyyx . 

10 0,10,4 222  zyzxyx . 

11. 0,0,0,,9,7 222222  yyzyxzxyxxyx . 

12. 0,0,64,28 2222  zzyxzyyx . 

11



 

 

13. 0,0,4,22 2222  zzyxzxyx . 

14. 0,,6,3 222222  zyxzyyxyyx . 

15. 0,0,36,26 2222  zzyxzxyx . 

16. 0,0,4,22 2222  zzyxzyyx . 

17. 0,12,4 222  zyzxyx . 

18. 0,0,0,,11,8 222222  yyzyxzxyxxyx . 

19. 0,0,16,24 2222  zzyxzxyx . 

20. 0,4,4 222  zxzyyx . 

21. 0,,7,4 222222  zyxzyyxyyx . 

22. 0,0,16,24 2222  zzyxzyyx . 

 

Пример. Вычислить площадь поверхности 

цилиндра zx 22  , отсеченной плоскостями 

22,2,02  xxyyx . 

Решение. Прежде всего, сделаем чертеж области D, 

над которой расположена поверхность 2/2xz  . Тогда 

;0, 
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  Следовательно, 
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Задание 10.  

1. Найти площадь той части плоскости 12236  zyx , которая 

заключена в первом октанте. 

y=x/2 

y=2x
 y

 

x
 

2 2  
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2. Найти площадь той части поверхности ,22 xyz   которая находится над 

прямоугольником, лежащим в плоскости 0z  и ограниченным прямыми 0x , 

0y , 3x , 6y . 

3.Найти площадь части конуса 22 yxz  , заключенной внутри 

цилиндра .222 xyx   

4. Найти площадь части поверхности параболоида ,22 zxy   

вырезанной цилиндром 122  zx  и расположенной в I октанте. 

5. Найти площадь части сферы ,4222  zyx  вырезанной цилиндром 

14/ 22  yx . 

6. Найти площадь той части плоскости xz  , которая заключена внутри 

цилиндра 422  yx  выше плоскости 0z . 

7. Найти площадь части поверхности цилиндра ,2xz   вырезанной 

плоскостями 0,0,2  yxyx . 

8. Найти площадь поверхности конуса 0222  zyx , заключенной 

внутри цилиндра .122  yx  

9. Найти площадь части поверхности цилиндра ,422  zx  

расположенной внутри цилиндра 422  yx . 

10. Найти площадь части поверхности цилиндра ,22 xyz   вырезанной 

плоскостями 0,0,1  zyx . 

11. Найти площадь части поверхности параболоида ,1 22 zyx   

вырезанной цилиндром .122  zy  

12. Найти площадь части поверхности параболоида ,2 22 yxz   

вырезанной цилиндром 122  yx . 

 

Задание 11. Пластинка D задана ограничивающими ее кривыми, μ – 

поверхностная плотность. Найти массу пластинки. 
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1. .1,1,,: yyxyxyD    

2. .2,2,2,0: yxyxxyxD    

3. .623,,: 22  yxyxxyD   

4.   .7,04,0,1: 22 yxyxyyxD    

5.      ./32,0,00,0,25,4: 222222 yxyxyxyxyxyxD     

6.   .5
2

7
,04,0,1:

2
2 y

x
yxyyxD    

7.      ./52,0,00,0,16,9: 222222 yxyxyxyxyxyxD    

8.   .2
8

7
,02,0,2:

2
2 y

x
yxyyxD    

9.      ./,0,00,0,16,1: 222222 yxyxyxyxyxyxD    

10.   .6
2

7
,0

2
,0,2:

2
2 y

x
y

x
yyxD    

11.      ./,0,00,0,4,1: 222222 yxyxyxyxyxyxD    

12.   .3,04,0,2: 22 yxyxyyxD    

13.      ./,0,00,0,9,1: 222222 yxyxyxyxyxyxD    

 

Задание 12. Вычислить тройной интеграл по области T, ограниченной 

заданными поверхностями.  

.0,0,0,1,10:;)3(.1 22  zyxyxyzTdxdydzyx
T

 

 
.0,0,0,1:;

1
.2

3



 zyxzyxT

zyx

dxdydz

V

 

.,0,
2

,1,0:;
4

cos.3 22 










 zz

x
yyxTdxdydz

xy
y

V

 

.,0,0,1,:;)43(.4 22 yxzzyxyxTdxdydzyx
T

  

.0,0,0,1:;.5 222  zyxzyxTdxdydzxyz
T
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.,0,0,2,3:;.6 2 xyzzyxxyTdxdydzzx
T

  

  .,0,0,1,9:;21.7 3 xyzzyxxyTdxdydzx
T

  

.2,0,1,0,2,0:;8.8 2 
 zzyyxxTdxdydzzey

T

xyz  

.0,0,1,,3:;)2(.9 22  zyxxyyxzTdxdydzzx
T

 

.8,0,1,0,
2

:;)4(sin.10 2   zzxy
x

yTdxdydzxyxx
V

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


