
Вероятностные модели. 
Практика 15. 

Предельные теоремы теории вероятностей 
 

Предельные теоремы ТВ устанавливают связь между теоретическими и экспериментальными 
характеристиками случайных величин при большом числе испытаний над ними.  

 
Сначала рассмотрим неравенства Маркова и Чебышева, которые можно использовать для 

грубой оценки вероятности событий, связанных со случайными величинами, распределение 
которых неизвестно. 

 
Пример 1. Оценить вероятность того, что при 3600 независимых бросаниях игральной кости 
число появлений 6 очков будет не меньше 900. 

Решение. Пусть  X  - число появлений 6 очков при 3600 бросаниях кости. Тогда  600
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Воспользуемся теперь неравенством Маркова  при  900 : 
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Пример 2. Вероятность наступления события А  в каждом из 1000 независимых опытов равна 0,8. 
Найдите вероятность того, что число наступлений события А в этих 1000 опытах отклонится от 
своего математического ожидания по абсолютной величине меньше чем на 50.  
Решение. Пусть X  - число наступлений события А в указанных 1000 опытах. Имеем дело со 
схемой Бернулли и соответствующим ей биномиальным распределением. Тогда 
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x  . Используем второе неравенство Чебышева: 

936.0
50

160
1)50|800X(|P

2
 . 

Пример 3. Дисперсия каждой из 1000 независимых случайных величин  xk    
(k = 1,2,..., 1000) равна 4. Оценить вероятность того, что отклонение средней арифметической этих 
величин от средней арифметической их математических ожиданий по абсолютной величине не 
превзойдет 0.1. 

Решение. Среднее арифметическое случайных величин xk: 
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Здесь учтено свойство линейности математического ожидания для любых случайных величин Xk: 
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Применим второе неравенство Чебышева к заданной средней арифметической: 
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Найдем дисперсию средней арифметической и учтем, что дисперсия суммы независимых 
случайных величин равно сумме дисперсий: 
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Здесь учтено свойство дисперсии для независимых случайных величин Xk: 
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Теперь неравенство Чебышева примет вид: 

6.0
1.01000

4
1

01.0

1000/D
11.0m

1000

1
x

1000

1
P

22

1000

1k
k

1000

1k
k 











 



 

 
Закон больших чисел в форме Чебышева: 
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Закон больших чисел в форме Бернулли: 
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Пример 4. Оценить вероятность того, что частота появления шестерки в 10000 независимых 
бросаниях игральной кости отклонится от вероятности появления шестерки по абсолютной 
величине меньше чем на 0,01. 
Решение. Имеем дело со схемой Бернулли. Применительно к данной задаче второе неравенство 
Чебышева запишется в виде: 
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Центральная предельная теорема в форме Ляпунова: 

 
 

 
Пример 5.  Вероятность наступления события А в каждом из 900 независимых испытаний равна р 
= 0,8. Найдите вероятность того, что событие А произойдет: а) 750 раз; б) от 710 до 740 раз. 
Решение: Так как  npq = 900  0.8  0.2 = 144 >25 , то можно воспользоваться локальной и 
интегральной формулами Муавра-Лапласа. 
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При расчетах можно воспользоваться табулированной функцией плотности нормального 

распределения 2/x 2
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В нашем случае  
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б) Воспользуемся аппроксимацией биномиального распределения нормальным распределением 
)pnq,pn(N  и применим интегральную формулу Муавра-Лапласа: 
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по условию n=900, k1=710, k2=740, p=0.8, q=0.2  
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Пример 6. Вероятность того, что электролампочка, изготовленная данным заводом, является 
бракованной, равна 0,02. Для контроля отобрано наудачу 1000 лампочек. Оценить вероятность 
того, что частота бракованных лампочек в выборке отличается от вероятности 0,02 менее чем на 
0,01. 
Решение. Пусть k – число бракованных лампочек в выборке. Нам нужно оценить вероятность 
выполнения неравенства 
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 . Тогда n=1000, k1=11, k2=30, p=0.02, q=0.98  

npq = 1000  0,02  0,98 = 19,6 , что вполне приемлемо. 
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Распределение Пуассона (см. Памятку) 

 
Пример. Пусть в среднем за 30 суток в городе Энске возникает 60 ситуаций, требующих 
оперативно вмешательства МЧС. На сколько вызовов в сутки должна быть рассчитана Энская 
служба МЧС, чтобы с вероятностью не меньшей 0.96 выехать на все поступившие вызовы. 
Решение. Пусть служба рассчитана на k заявок в сутки, которое пока неизвестно. Предположим, 
что m – действительное число поступивших за сутки вызовов. Тогда k найдем из условия 
P(m≤k)≥0.96. Среднее число заявок за сутки λ=60/30=2. Воспользуемся формулой Пуассона 
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