Задание 1 

   Образует ли линейное подпространство пространства 
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 множество , заданное по правилу:
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Решение 
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-это векторное пространство. Следовательно, для любых элементов (векторов) этого пространства 
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, ... и произвольного числа 
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 введены операции сложения и умножения на число: 
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 и эти операции обладают следующими свойствами:
1. 
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Для элементов множества 
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 операции сложения и умножения на число такие же, что и в 
[image: image21.wmf]4

R

.

а) Если 
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Возьмем произвольные элементы множества 
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Тогда 
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Выполнение свойств 1 – 8 очевидно, так как векторы 
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Следовательно, множество 
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 является линейным подпространством пространства 
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б) Если 
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Возьмем произвольные элементы множества 
[image: image36.wmf]:
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Тогда 
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, так как для первой координаты элемента 
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 не выполняется заданное для множества 
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Следовательно, множество 
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 не является линейным подпространством пространства 
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Задание 2
   В стандартном базисе пространства 
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 даны векторы 
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Требуется:

   а) убедиться, что векторы 
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 образуют базис пространства 
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   б) найти разложение вектора 
[image: image55.wmf]a

 по этому базису;

   в) найти угол между векторами 
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 и 
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Решение
а) Векторы 
[image: image58.wmf]1234
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 образуют базис пространства 
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, если их линейная комбинация 
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Уравнению 
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 соответствует система  уравнений
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Эта однородная система имеет только нулевое (тривиальное) решение
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Вычислим определитель, разложив его по элементам второй строки: 
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Следовательно, заданные векторы 
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 образуют базис пространства 
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б) Найдем координаты вектора 
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Этому векторному уравнению соответствует система 
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Решив систему, находим 
[image: image75.wmf]
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Следовательно, разложение вектора 
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 по базису 
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в) Если скалярное произведение в 
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 определено аналогично тому, как это было в 
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Следовательно, 
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Задание 3
   Установить, являются ли заданные отображения 
[image: image84.wmf]44
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 линейными. В случае линейности отображения записать матрицу оператора 
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 в каноническом базисе 
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   б) 
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Решение
Отображение 
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 линейного пространства называется линейным, если оно для любых 
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 удовлетворяет условиям 
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По условию, пространство 
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 отображается в пространство 
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, следовательно, для любых элементов (векторов) этого пространства 
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 и произвольного числа 
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, введены операции сложения и умножения на число: 
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а) Если 
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Проверим выполнение условий линейности отображения:
1. 
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Координаты векторов 
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, следовательно, второе условие линейности отображения тоже выполняется.

Таким образом, отображение 
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Найдем матрицу этого оператора в каноническом базисе 
[image: image114.wmf](

)

1

1;0;0;0

e

=

, 
[image: image115.wmf](

)

2

0;1;0;0

e

=

, 
[image: image116.wmf](

)

3

0;0;1;0

e

=

, 
[image: image117.wmf](

)

4

0;0;0;1

e

=

.

В силу линейности оператора для произвольного 
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Для заданного преобразования (оператора) 
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Преобразованный вектор 
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 имеет в стандартном базисе координаты 
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Такому оператору соответствует матрица 
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б) Проверим выполнение условий линейности отображения
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Вторые координаты векторов 
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Задание 4
   Линейный оператор 
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 в базисе 
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 Найти матрицу этого линейного оператора в базисе 
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Решение
При переходе от «старого» базиса 
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 к «новому» базису 
[image: image146.wmf]123

,  ,  

fff

 изменяются координаты векторов пространства и, следовательно, изменяется матрица линейного оператора. При этом, матрица 
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 оператора в «старом» базисе и матрица 
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 того же оператора в «новом» базисе связаны соотношением 
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 - матрица перехода от «старого» базиса к «новому», то есть квадратная матрица, столбцы которой состоят из координат новых базисных векторов в «старом» базисе.
Составим матрицу перехода 
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Для этого найдем матрицу 
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и вычислим 
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Задание 5
   Найти собственные значения и собственные векторы линейного оператора, заданного в базисе 
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Решение
Ненулевой вектор 
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 называется собственным вектором, а число 
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-соответствующим вектору 
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 собственным значением оператора 
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Для заданной матрицы 
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 последнее матричное уравнение примет вид 
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Этому матричному уравнению соответствует однородная линейная система уравнений 
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Для того, чтобы однородная система имела ненулевые решения необходимо, чтобы её определитель 
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Уравнение 
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 называется характеристическим уравнением.
Для нахождения собственных значений 
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 решим характеристическое уравнение:
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Таким образом, собственными значениями линейного оператора, заданного матрицей 
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 (собственными значениями матрицы 
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Найдем собственные векторы, соответствующие этим собственным значениям, то есть векторы 
[image: image195.wmf](
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Для 
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 получим систему уравнений для нахождения  координат первого собственного вектора 
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Полагая 
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Для 
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 получим систему уравнений для нахождения координат второго собственного вектора 
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Полагая 
[image: image211.wmf]3

t

x

=

, получим координаты второго собственного вектора 
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При 
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Для 
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 получим систему уравнений для нахождения координат третьего собственного вектора 
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Полагая 
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, получим координаты третьего собственного вектора 
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   Задание 6

   Линейным преобразованием координат привести уравнение кривой второго порядка 
[image: image224.wmf]22
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Решение
Слагаемые второй степени уравнения образуют квадратичную форму 
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В базисе из собственных векторов матрица квадратичной формы примет диагональный вид 
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Найдем собственные значения и собственные векторы матрицы 
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Составим характеристическое уравнение матрицы 
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Корни характеристического уравнения 
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 являются собственными значениями матрицы 
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Найдем собственные векторы, соответствующие этим собственным значениям.
Для 
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 получим систему уравнений для нахождения координат первого собственного вектора 
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Полагая 
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Для 
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 получим систему уравнений для нахождения координат второго собственного вектора 
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Полагая 
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, получим координаты второго собственного вектора 
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Чтобы избежать искажения линейных размеров при переходе от «старого» базиса 
[image: image253.wmf], 

ij

rr

 к «новому» базису 
[image: image254.wmf]12

, 

ee

rr

, выберем единичные собственные векторы 
[image: image255.wmf]1

1

1

x

e

x

=

r

r

r

 и 
[image: image256.wmf]2

2

2

x

e

x

=

r

r

r

:


[image: image257.wmf](

)

1

2; 1

x

=-

r

, 
[image: image258.wmf]22

1

(2)15

x

=-+=

r

; 

[image: image259.wmf](

)

1

121

2; 1; 

555

e

æö

=-=-

ç÷

èø

r

;

[image: image260.wmf](

)

2

1; 2

x

=

r

, 
[image: image261.wmf]22

2

125

x

=+=

r

; 

[image: image262.wmf](

)

2

112

1; 2; 

555

e

æö

==

ç÷

èø

r

;
Базис 
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 является не только нормированным, но и ортогональным, так как 
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Запишем матрицу перехода 
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 и уравнения, связывающие «старые» координаты 
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В базисе 
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квадратичная форма 
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Выделив полные квадраты переменных 
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После параллельного переноса осей координат 
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  получим уравнение 
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Получили уравнение эллипса. Это уравнение получено с помощью линейных преобразований исходного уравнения, следовательно, исходное уравнение также является уравнением эллипса.
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